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Abstract 
We present a combinatorial interpretation for Thron's continued fractions (T-fractions) in 
terms of labelled Dyck paths. The links between convergents of T-fractions and two points Pad6 
approximants arise naturally. Then we show a new bijection between permutations and some 
combinatorial histories, allowing us to compute the generating function of a trivariate statistics 
on permutations. Finally, a strange application of the duality of T-fractions is given. 
O. Introduction 
Nous pr6sentons un mod61e combinatoire pour les fractions continues de Thron [14], 
ou T-fractions, qui s'6crivent sous la forme 
1 21t 2kt 
1 -b i t -  1 -b2t -  1 -bk+l t -  
( I )  
Ces fractions sont moins connues que les fractions continues de Jacobi ou de Stieltjes, 
dont les formes g6n6rales ont respectivement 
1 21 t 2 ~k t2 
J ( t )  = - -  
1 -bot -  1 -b i t -  1 -bkt -  
1 21t 2,t 
S( t )= 1 - 1 - l - 
et 
(2) 
L'interpr6tation combinatoire des fractions de Jacobi et de Stieltjes a 6t6 initi6e par 
Flajolet [8] avec des chemins valu6s dans le plan discret Z × Z (respectivement appel6s 
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chemins de Motzkin et chemins de Dyck) et est devenue un sujet classique (voir par 
exemple [1 l, 12, 17]). 
Dans le mod61e d6velopp6 en Section 1 pour les T-fractions, nous utilisons ~ nouveau 
des chemins de Dyck valu6s, mais avec une r+gle de valuation diff6rente de celle 
correspondant aux fractions de Stieltjes. 
Si les r6duites successives des fractions continues de Jacobi ou de Stieltjes four- 
nissent des approximants de Pad6 'classiques', celles des T-fractions conduisent 
des approximants de Padd en deux points, auxquels est consacr6e la Section 2. La 
notion de T-fraction duale d'une T-fraction apparait alors naturellement e soul~ve 
de nouveaux problbmes combinatoires. Un exemple de cette dualit6 est donn6 ~ la 
Section 4, qui conduit & de surprenants rapprochements relatifs it l'6num6ration de 
figures planaires appel6s polyominos. 
Enfin, en Section 3, nous interpr&ons combinatoirement des d6veloppements en 
T-fraction relatifs & certaines 6ries hyperg~om&riques et & leurs q-analogues. Nous 
retrouvons ainsi des r6sultats de Dumont, Kreweras [5] et Zeng [18]. L'inter- 
pr6tation repose sur une bijection entre permutations et certaines histoires combina- 
toires. Cette nouvelle bijection, expos6e au Paragraphe 3.1, joue pour les T-fractions 
le m6me r61e que celle de Fran~on et Viennot [11] pour les fractions de Jaeobi et que 
celle de Foata et Zeilberger [10] pour les fractions de Stieltjes (voir [4]). 
Nous adoptons pour les fractions continues la notation "horizontale' utiliske par 
Jones et Thron dans [14]: ainsL l'kcriture 
ao al an- I  . . . .  ( . . . )  (3) 
bl + b2+ bn+ 
dksione la fraction continue (finie ou infinie) 
ao 
a! 
b~ + 
".o 
b2 + 
a2 
an-  1 
4 
bn+(" . )  
(4) 
1. Chemins de Dyck et T-fractions 
1.1. Le modkle combinatoire 
Un chemin de Dyck est un chemin sur N x N d'origine (0, 0), de fin (2n, 0) o/1 nest 
un entier positif et dont les pas sont de deux sortes: pas montants ou nord-est et pas 
descendants ou sud-est comme l'indique la Fig. 1. La quantit6 2n est la longueur de ~o 
et nous la notons [to[. Un chemin de Dyck premier est un chemin de Dyck de longueur 
strictement positive dont les seuls sommets d'ordonn6e nulle sont ses extr6mit6s. Un 
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Fig. 1. Un chemin de Dyck valu6 par 2 et /L 
pic d'un chemin de Dyck 09 est un sommet de ~o commun hun pas montant et un pas 
descendant cons6cutifs. 
Soient 2 = (2k)k~>l et fl = (flk)k~>l deux suites d'616ments d'un corps commutatif 
K. Nous posons bk = flk - )~k, d6finissant ainsi la suite b. Au cours de ce paragraphe, 
nous supposerons que les 2k et les flk sont des ind&ermin6es, c'est-h-dire que K est le 
corps des fractions Q((2k)k~>l,(flk)k~>l)). Soit ~ un pas d'un chemin de Dyck 09 dont 
l'ordonn6e de l'origine est k; nous d6finissons la valuation de ¢ comme suit: 
1 si ~ est un pas montant, 
v(~) = flk si ~ est un pas descendant et est adjacent ~ un pic, (5) 
)~k si ~ est un pas descendant et n'est pas adjacent ~ un pic. 
La valuation de ~o, not6e v(co), est par d6finition le produit des valuations de ses pas; 
nous convenons que la valuation du chemin de longueur nulle est 1. La Fig. 1 pr6sente 
un chemin de Dyck valu6 par 2 et fl (on a indiqu6 les pics par des points noirs). La 
s6rie g6n6ratrice des chemins de Dyck ainsi valu6s est 
D(2,/~; t) = Z v(°9)tl°91/2' (6) 
off la somme porte sur tousles chemins de Dyck. Nous abr~gerons parfois D(2, fl; t) 
en D(t) s'il n 'y a pas d'ambigu'it& 
Nous appelons 6 la translation fi gauche d6finie sur l'ensemble des suites: si 
a = (a,),~>l est une suite, le n-i~me terme de la suite 6a est a,+l. Nous notons 
6v la valuation associ6e aux suites 62 et 6/~ et 6D(2,fl;t) ou 6D(t) la s6rie formelle 
D(62,6/~; t). Enfin, pour un nombre entier k, nous d6signons par Dk(2,/~; t) la s6rie 
g6n6ratrice des chemins de Dyck dont tousles sommets ont une ordonn+e inf6rieure 
ou 6gale ~ k; nous dirons que ces chemins sont bornks au niveau k. 
Proposition 1. (1) La s&ie Dk(t) est une fraction rationnelle et elle vaut: 
1 )qt 2k-it  
O,(t)  . . . .  (7) 
1 - (//i - 21)t -  1 - (/~z - 22)t -  1 - (/~k - 2k)t - 2kt 
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Le degrO du num~rateur de Dk(t) est k - 1 et celui de son dOnominateur est k. 
(2) L'approximation suivante est vdrifide en t = 0: 
D(t) = Dk(t) + o(tk), (8) 
c'est-gt-dire que les premiers termes des s&ies D(t) et Dk(t) co~'ncident jusqu'au 
degrd k. 
(3) La skrie D(t) admet le dbveloppement en T-fraction: 
1 21t 2k_lt 
D(t) -- - -  (9) 
1-bd-  1 -b2t -  1--bkt-- 
D6monst ra t ion .  (1) Tout chemin de Dyck se d6compose de faqon unique en produit 
de chemins de Dyck premiers. Nous en d6duisons l'6galit6 
1 
D(t) -- )(u't--~'l  (10) 
off u(t) est la s6rie g6n6ratrice des chemins de Dyck premiers. Examinons la structure 
de ces demiers. Si 09 est premier, on a l'alternative suivante: 
• ou bien I~ol = 2 et l 'on a v(eg) = ill; 
• ou bien [~o I > 2 et ~o = Ct/~ oh ( est un pas montant, ~ un pas descendant 
et t/ un chemin de Dyck non vide translat6 verticalement d'une unit6; de plus, on a 
1,11 = Icol - 2 et v (o) )  =/~16V(?]) .  
Par cons6quent, la s6rie u(t) vaut f l i t - t -2t t (6D(t ) -  1). Grace gt l'6galit6 (10) et/ l  
un raisonnement par r6currence, nous obtenons, pour tout nombre entier k >~ 1 : 
D(t) = 
1 21t 
1 - ( i l l  - -  ) , l ) t -  1 - (f12 - ) ,2)t - -  
2k - l t  
1 - (ilk - 2k)t - 2k tbkD(t) " 
(11) 
I1 suffit ensuite de constater que substituer 2k+t et flk+l par 0 (c'est-/l-dire borner 
les chemins de Dyck au niveau k) transforme D(t) en Dk(t) et 6kD(t) en 1. Nous en 
d6duisons l'expression (7). Le r6sultat portant sur les degr6s se d6montre ais6ment par 
r6currence. 
(2) I1 suffit de comparer l 'ensemble des chemins de Dyck bom6s au niveau k de 
longueur inf6rieure ou 6gale /l 2k /l l 'ensemble des chemins de Dyck (sans restric- 
tion) de longueur inf6rieure ou 6gale /t 2k. Remarquons que l'approximation (8) est 
optimale car les coefficients 2k et flk sont ici des ind6termin6es. Par suite, les frac- 
tions rationnelles Dk(t) ne sont pas des approximants de Pad6 de la s6rie D(t). Nous 
examinerons plus en d6tail ces propri6t~s d'approximation/t la Section 2. 
(3) R6sulte de (7) et (8). La fraction rationnelle Dk(t) s'appelle la rdduite d'ordre 
k de la fraction continue (9). [] 
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1.2. L'exemple des histoires d'Hermite restreintes 
Une histoire d'Hermite est un couple (~o,p) constitu6 d'un chemin de Dyck 09 et 
d'un 2n-uplet p = (P l , . . . ,P2n)  de nombres entiers, appel6s choix. La valeur de Pi 
d6pend du i-6me pas ~i de o~, de la fa~on suivante: 
1 si ~i est un pas montant, 
Pi = 1,2 . . . . .  k si ~i est un pas descendant dont l'ordonn6e (12) 
de l'origine est k. 
La longueur d'une histoire d'Hermite est par d6finition celle de son chemin de Dyck. 
Introduite par Flajolet, Fran~on, Viennot et Vuillemin dans [9,11], la notion d'histoire 
est utilis6e par Viennot dans la th6orie combinatoire des polyn6mes orthogonaux de 
Sheffer. En partieulier (voir [17]), le nombre d'histoires d'Hermite de longueur 2n est 
6gal au moment d'ordre 2n des polyn6mes d'Hermite, c'est-~-dire 1× 3 ×- - ,× (2n-1) ,  
qui est aussi le nombre d'involutions sans points fixes sur 2n 616ments. D'apr6s le 
Paragraphe 1.1, ce nombre est aussi 6gal au coefficient de t n dans D()~,/~; t), oh les 
suites sont donn6es par 2k = /~k = k pour tout entier k >~ 1. Voyons maintenant un 
cas o/1 )~ et / /  sont deux suites distinctes, c'est-~-dire un cas o/1 la T-fraction n'est pas 
r6duite/~ une fraction continue de Stieltjes. 
Nous dirons qu'une histoire d'Hermite est restreinte si elle v6rifie la condition 
suppl6mentaire suivante: pour tout pas descendant ~ adjacent a un pie, le choix Pi vaut 
1. Le nombre h~ d'histoires d'Hermite restreintes de longueur 2n est le coefficient de t n 
dans D(2, fl; t), off 2k = k et fl~ = 1 pour tout entier k >~1. La s6rie H(t )  = ~,~o hn t~ 
admet donc le d6veloppement en T-fraction suivant: 
1 It 2t kt 
H( t )  - - -  (13) 
l+0t -  l+ l t -  l+2t -  l+kt - -  
Le lecteur muni d'un crayon ou de son logiciel de calcul formel favori pourra v6rifier 
que h, = n! pour les premi6res valeurs de n. Cette 6galit6 sera d6montr6e bijectivement 
/~ la Section 3. 
2. Dualit6 des T-fractions et approximants de Pad6 en deux points 
Nous supposons dans ce paragraphe que K = v. Nous fixons deux suites de 
nombres complexes 2 --- (2k)k>~l et (t~k)~>~l. Nous supposons que les ~l~ments la 
suite b dOfinie par bk = t~k - 2k sont tous non nuls. Nous notons 5e l'application qui 
fait correspondre, au couple (2,//), le couple (2, b). 
Un ealcul 616mentaire montre qu'une s6rie formelle 1 + ~n>~l cn tn admet une infinit6 
de d6veloppements en T-fraction. Pour d6terminer de faqon unique une T-fraction, il 
faut donc une contrainte plus forte que l'approximation (8). McCabe et Murphy [15] 
en 1976, puis Jones et Thron [13] en 1977, ont 6tabli le lien entre ce probl6me et 
la th6orie des approximants de Pad6 en deux points; on pourra se reporter ~ [14] 
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pour une pr6sentation compl&e. Nous aurons seulement besoin de la d6finition 
suivante. 
D6f in i t ion  2. Soient (T,L) un couple constitu6 d'une s6rie de Taylor de la variable t 
et d'une s6rie de Taylor de la variable t -1 donn6es par: 
r(t) = 1 + Zc ,  t" et L(t)= Z cntn" (14) 
n>~l n<~--I 
Une fraction rationnelle F(t) = P(t)/Q(t) est un approximant de Pad~ en deux points 
d'ordre k du couple (T,L) si les trois conditions suivantes ont r6alis6es: 
• les degr6s v6rifient d°P<~k - 1 et d°Q<~k; (15) 
• en t = 0, on a l'approximation T(t) = F(t) + o(t k) ; (16) 
• en t = cx~, on a l'approximation L(t) = F(t) + o(t -k+l) .  (17) 
On peut v6rifier que si une telle fraction rationnelle existe, elle est unique, et que 
P(t) et Q(t) sont d&ermin6s fi une m6me constante multiplicative pr6s [14]. Nous 
rappelons qu'une fraction rationnelle F, v6rifiant la condition (15), est un approximant 
de Pad6 'classique' d'une s6rie S si S(t)= F(t)+o(t 2k-1) en t = 0. 
Nous nous int6ressons maintenant fi la question suivante : les fractions rationnelles 
Dk(t) introduites au Paragraphe 1.1 forment-elles la suite des approximants de Pad6 
en deux points d'un couple de s6ries formelles? A cette fin, nous allons examiner 
le comportement de Dk(t) au voisinage de l'infini en 6valuant Dk(t-l). Nous aurons 
besoin de quelques notations. D6finissons tout d'abord les deux suites ? = (?k)k~l et 
a = (ak)k/> 1 par 
2k 1 
- -  et ak= • (18)  7k bkbk+l -~k 
Nous notons J l'application qui envoie le couple (2, b) sur le couple (7, a). D~finissons 
le couple (Y, 00 par 
(7,~) = L~¢-1(7, a) = ( ~9°-1 °7°  5e) (2,f l) .  (19) 
Remarquons que l'application J - -  et par suite l'application £,e-l o J o £~ - -  est une 
involution. La relation ci-dessus est done sym6trique par rapport aux couples (2, fl) et 
(7, ~). Grfice fi l 'expression (7) et aux notations (18), nous obtenons :
-alt  71t ~k-lt (20) 
Dk( t - l )=  1 - -a l t - -  1--azt-- "'" 1--akt + Tkbk+lt "
Nous sommes done amen6s fi consid6rer la s6rie g6n6ratrice D(?, ~; t) (resp. la sbrie 
Dk(~,~; t)) des chemins de Dyck (resp. des chemins de Dyck bombs au niveau k). 
Ces chemins sont valu6s par les suites 7 et ~ de la m~me fat;on qu'au Paragraphe 1.1: 
les pas montants ont valu6s 1 et, pour k >~ 1, un pas descendant dont l'ordonn6e de 
l'origine vaut k est valu6 cq ou ~k selon qu'il est ou non adjacent fi un pic. La valuation 
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correspondante des chemins de Dyck sera not6e v*. Voici 6crites explicitement les 
formules r6sultant de (19) pour k>~l : 
2k 2k--2k+l +& 
et ~k = (21) 
7k = (2  k -- i l k ) (2k+ 1 __ ilk+l) (2k -- i l k ) (2k+l  -- i l k+ l ) "  
D6finition 3. Lorsque les suites 7, fl, 7 et 2 sont li6es par la relation (19), on dit que 
D(,~, fl; t) et D(7, c~; t) sont des T-fractions duales. 
Le caract6re involutif de l'application 5¢-1 o J o Lf justifie la terminologie mploy6e: 
la dualit6 est une relation sym6trique sur les T-fractions. Nous utiliserons la notation 
D*(),, fl; t) ou plus simplement D*(t) pour d6signer la s6rie D(7, ~; t). 
Th6or~me 4 (Jones et Thron [14], McCabe et Murphy [15]). Soient ~, il, 7 et 2 
quatre suites de nombres complexes atisfaisant aux hypothkses mentionnkes au dbbut 
de cette section et v&ifiant la relation (19). Nous rappelons que al = (ill - )q)- l .  
Alors, pour tout entier k >~ 1, la fraction rationnelle Dk(2, [3; t) est l'approximant de 
Padd en deux points d'ordre k du couple de sOries Jbrmelles (D( t ) , -a l t - lD* ( t  - j  )). 
D~monstration, Nous savons d6j~ que les conditions (15) et (16) sont remplies. Comme 
au Paragraphe 1.1, l'interpr6tation de D*(t) et de D;(t)  en termes de s6ries g6n6ratrices 
de chemins valu6s fournit l 'approximation D*(t) = D~(t)+o(t k) au voisinage de t = 0. 
Autrement dit, nous avons prouv6 que D*(t - l )  = D;(t -1 ) + o(t -k)  au voisinage de 
t = ~.  On prouve ensuite que 
1 7~t 7~-~t 
- . .  , (22) 
D~(t) = I - a l t -  1 - a2t-  l - akt - 7kt 
et que D*(t) admet le d6veloppement suivant en T-fraction : 
1 ylt )'kt 
D*(t) . . . . . . . .  (23) 
I - (~1 - 71)t -  1 - (c~2 - 72)t -  i - (~k+l -- 7k+l)t-- 
La comparaison des fractions (20) et (22) montre que Dk(t - I  ) = -a l tD~(t )+ o(t k-I ) 
au voisinage de t = 0, ou encore que Dk(t) = --alt-lD~,(t -1 ) + o(t -k+l ) au voisinage 
de t = ~.  La condition (17) est alors remplie et le th6or6me 4 est d6montr6. [] 
I1 est possible [16] de d6duire de ce module un algorithme qui, 6tant donn6 un 
couple de s6ries formelles (T,L) satisfaisant aux conditions de la D6finition 2, calcule 
les coefficients des d6veloppements de T et L en fractions de Thron duales et, par 
cons6quent, calcule les approximants de Pad6 en deux points du couple (T,L). Cet 
algorithme effectue un hombre de divisions de l'ordre de (9(k) pour d6terminer les 
coefficients 21 . . . . .  2k, bl . . . . .  bk ~ partir de ceux des s6ries T et L. I1 est done plus 
stable que le FG-algorithme, expos6 par exemple dans [14], qui n6cessite un nombre 
de divisions de l'ordre de (5(k2), pour les m6mes r6sultats. 
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Fig. 2. Les 616ments saillants de la permutation ao. 
3. Une bijection entre permutations et histoires d'Hermite restreintes 
On connait drj~ deux bijections entre les permutations et des histoires de Laguerre: 
celle de Franqon et Viennot [11,17] et celle de Foata et Zeilberger [10]. Lorsque 
l'on s'intrresse h la throrie combinatoire des fractions continues, on peut dire que la 
premi+re bijection est adaptre aux fractions de Jacobi et la seconde aux fractions de 
Stieltjes (voir [3,4]). Nous en prrsentons ici une troisibme. 
3.1. La bijection 
Nous la drcomposons en trois &apes. Soit a une permutation des 616ments de 
l'ensemble [n]= {1,2,.. . ,n} 6crite sous forme de mot Xl ...Xn. La lettre xi est un 
616ment saillant suprrieur gauche (resp. saillant infrrieur droit) de a, ou record (resp. 
anti-record) dans la terminologie de Dumont et Kreweras [5], si xj <~xi pour j <<. i (resp. 
si xj ~xi  pour j ~> i). Nous illustrerons la description qui va suivre par l'exemple sui- 
vant, odn=9 : 
a0 = 2 5 4 3 1 6 9 8 7. (24) 
Nous avons soulign6 les 616ments aillants infrrieurs droits et surlign6 les 616ments 
saillants suprrieurs gauches de a0. A la Fig. 2, nous avons signal6 par des points 
noirs (resp. des croix) les 616ments aillants uprrieurs gauches (resp. infrrieurs droits) 
de a0. 
Etape A. Nous notons il . . . . .  ir les positions des 616ments aillants infrrieurs droits 
de a et u~... ur la drcomposition de a telle que la derni~re lettre du mot uj soit x#. 
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Fig. 3. L'involution sans point fixe 1o = B(/~o). 
Nous d6finissons les mots u I . . . . .  Ifir par 
U 1 = 1 2 . . .  (x i2 -  1) ,  
12  = Xiz (Xi2 -'~ l )  . . .  (Xi; - -  1 , 
vr = xi, (xi, + 1) ... n,  
de sorte que le produit vlv2...vr solt 
# = A(a)  = UlVlU2V2... urvr. 
Exemple: ~=A(a0)=2 5 4 3 
(25) 
6gal fi 1 2 ... n. Enfin nous posons 
1 1 2 3 4 5 6 6 9 8 7 
(26) 
7 8 9. 
Parmi les mots de 2n lettres sur l'alphabet [n], les mots A(a) sont caract6ris6s par 
les trois propri&6s suivantes :
• ils contiennent exactement deux occurences de chaque 616ment x de [n]; 
• le sous mot constitu6 des secondes occurences des 616ments de [n] est 1 2 ... n, 
ce qui perrnet de d6finir la d6composition (26) de A(tr); 
•dans  la d6composition pr6c6dente, la demibre lettre d'un mot uj est identique 
la premi6re du mot vj. 
Cette caract6risation prouve le caract6re bijectif de Aet  met en 6vidence l'application 
inverse A-  1. 
Etape B. Nous d6finissons une involution sans point fixe I = B(#) sur l'ensemble 
[2n] de la faqon suivante : le couple ( j ,k) forme un cycle de I si une m6me lettre 
occupe les positions je t  k dans le mot #. Nous dirons alors que cette lettre correspond 
au cycle (j,k). Nous donnons fi la Fig. 3 ci-dessous la repr6sentation graphique, sous 
forme d'arcs, de Io = B(/~0). 
Si ( j ,k) est un cycle d'une involution avec j < k, la position jes t  appel+e une 
ouverture t la position k une fermeture. Nous donnons la d6finition r6cursive suivante: 
une fermeture k d'une involution zest  bonne si (k -  1,k) est un cycle de z ou si k - 1 
est une bonne fermeture. A la Fig. 3, nous avons soulign6 les positions de I0 qui sont 
des bonnes ferrnetures. 
Il est ais6 de v6rifier que, parmi les involutions sans point fixe sur [2n], les invo- 
lutions B(A(a))  sont celles dont toutes les fermetures ont bonnes. Soit I une telle 
involution, d~finie par ses cycles (j l ,kl),. . . ,( J 'n, kn) avec kt < ' . .  < kn et jz < kt 
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Fig. 4. L'histoire d'Hermite restreinte C(lo). 
pour tout l. Soit p = f l l ' ' ' f l2n le mot d6fini par Pr = l s i r  = j l  ou si r -- kl. 
Le lecteur pourra v&ifier que l'application I ~ # ainsi d6finie est l'inverse de 
l'application B. 
Etape C. Elle se d6duit de la bijection usuelle de Franqon et Viennot entre permu- 
tations et histoires de Laguerre voir [11]. Donnons en une description directe: C(I) 
est l'histoire d'Hermite restreinte (~o,p) off la succession des pas montants et descen- 
dants de 09 correspondent ~ la succession des ouvertures et des fermetures de I. Les 
choix peuvent &re d6finis de la faqon suivante: si O',k) est un cycle de I, pj vaut 
1 et 
pk= l+ l{ /E [2n] ,  j < l < k e t l ( l )  > k}l. (27) 
Autrement dit, Pk - 1 est le nombre d'arcs (l ,m) de I crois6s avec l'arc (j,k), 
c'est-h-dire tels que j < l < k < m. Si la lettre x correspond au cycle ( j ,k) (voir 
l'6tape B), nous dirons encore qu'elle correspond au k-i6me pas de ~o et au choix 
Pk. 
Dans la Fig. 4 ci-dessous, les nombres indiqu6s sous le chemin de Dyck sont les 
choix associ& aux pas descendants. 
I1 est utile de penser aux &apes Bet  C comme hun processus dynamique: en lisant 
le mot A(a) de gauche h droite, on ouvre des arcs pour chaque lettre d'un mot ui 
et on referme certains arcs pour chaque lettre d'un mot vi. Lors d'une telle fermeture 
- -  suppos6e se produire en position k E [2n] - -  un ou plusieurs arcs encore ouverts 
gauche de k se pr6sentent; on les num6rote 1, 2 . . . . .  de droite h gauche, de sorte 
que l'arc ouvert le plus proche porte le num&o 1. Le nombre Pk est alors le num6ro 
de l'arc ouvert que l'on choisit de refermer. On trouvera ci-dessous, pour k = 7, un 
'instantan6' de ce processus appliqu6 h la permutation a0 (Fig. 5). 
Soit h = (~o,p) une histoire d'Hermite restreinte. Notons k~ < --. < kn les po- 
sitions des pas descendants du chemin de Dyck ~o et posons A1 = [2n]\{kl . . . . .  kn}. 
D6finissons les parties A2 . . . . .  A n ainsi que les hombres jl . . . . .  jn par la r6currence 
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Fig. 5. Le choix P7 vaut 4. 
suivante: 
j ;  = max(At f-) [k]t]) - Pt + 1 et At+, = At \{ j t} .  (28) 
D6finissons l'involution sans point fixe I dont les cycles sont (jl, ki ) . . . . .  Q.n, kn). Grgtce 
l'interpr6tation dynamique pr6sent6e ci-dessus, le lecteur pourra v6rifier que l'applica- 
tion h --~ I ainsi d6finie est l'inverse de l'application C. 
Nous allons maintenant rassembler les propri6t6s des applications A, Bet  C. Rap- 
pelons qu'une permutation a sur In] est dite connexe si, pour tout entier m tel que 
1 ~<m < n, la restriction de tr h [m] n'induit pas une permutation. Nous dirons que la 
lettre x du mot a pr6sente h inversions 'il existe exactement h lettres strictement plus 
grandes que x situ6es ~ la gauche de x dans tr. 
Th6or/~me 5. Soit tp l'application CoBoA.  Soient a une permutation sur [n] et x une 
lettre du mot tr. Notons ~ (resp.p) le pas descendant (resp, le choix) qui correspond 
?t x clans ~b(a) -- (to,p). Notons enfin k l'ordonnOe de l'origine du pas 3. 
(1) L'application ~ dbfinit une bijection entre les permutations ur In] et les his- 
toires d'Hermite restreintes de longueur 2n. 
(2) La permutation tr est connexe si, et seulement si, le chemin de Dyck 09 est 
premier. 
(3) La lettre x est un klbment saillant infkrieur droit si, et seulement si, le pas 
est adjacent ?tun pie de 09, 
(4) La lettre x prOsente h inversions i, et seulement si, le choix pest  kgal ?l k - h. 
(5) La lettre x est un kl~ment saillant supkrieur gauche de tr si, et seulement si, le 
choix pest  Ogal ?t k. 
D6monstration, (1) Nous avons en effet prouv6, au fur et/i  mesure de la construction 
de @, le caract~re bijectif de chacune des &apes A, Bet  C. 
(2) Supposons que tr ne soit pas connexe et appelons m le plus petit entier tel 
que 1 ~<m < n et que la restriction de a fi Ira] soit une permutation. Notons trl cette 
restriction, a2 la restriction de cr ~ {m + 1 . . . . .  n} et, avec un abus de notation 16gitime, 
ff /(O'i)  = (09i,-fii) pour i = 1,2. Alors m est un 616ment saiUant inf6rieur droit de tr, le 
mot A(6) est 6gal au produit A(trl )A(tr2) et e9 = 091 092 n'est pas premier. La r6ciproque 
se d6montre ais6ment. 
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(3) Supposons que la lettre x soit un 616ment saillant inf6rieur droit. Le mot A(a) 
s'6crit alors [...]xx[...] et, par suite, il existe une position j E [2n] telle que (j - 1,j) 
soit un cycle de B oA(tr) et telle que x corresponde fi ( j -  1,j). Le pas descendant 
est donc pr6c6d6 d'un pas montant, c'est-fi-dire que ~ est adjacent fi un pic. De plus, 
le nombre d'arcs de B oA(tr) enchev6tr6s avec ( j -  1,j) est nul; par suite, le choix p 
vaut 1. La r6ciproque est laiss6e au lecteur. 
(4) Nous utilisons ici l'interpr&ation dynamique des Pi: la lettre x pr6sente h inver- 
sions; 
il existe exactement h lettres y > x fi gauche de x dans le mot a; 
¢~ il existe exactement h lettres y > x de part et d'autre des deux occurences de x 
dans le mot A(a); 
¢~ il existe exactement h arcs de BoA(a)  qui recouvrent l'arc auquel x correspond; 
¢~ le choix p vaut k -  h. 
(5) Faire h = 0 dans la d6monstration ci-dessus. [] 
Nous d6duisons du point (1) du th6or+me ci-dessus l'6galit6 h. = n! annonc6e fi la 
fin de la Section 1. 
3.2. Sbries 9knbratrices et T-fractions 
Pour une permutation a, nous notons respectivement inv(a), sid(a), ss#(a) son nom- 
bre d'inversions, d'61~ments saillants inf6rieurs droits et d'616ments saillants sup6rieurs 
gauches. Suivant Dumont et Kreweras [5], nous disons qu'un 616ment saillant sup6rieur 
gauche est exclusif s'il n'est pas saillant inf6rieur droit. Nous d6finissons de m~me les 
616ments aillants inf6rieurs droits exclusifs et nous les notons respectivements s ye(a) 
et side(a). A partir des deux s6ries suivantes, nous allons d6finir quatre autres s6ries: 
~CE. 
~ connexe 
Nous notons F e et G e (resp. F ~ et G ~') les s~ries F et G dans lesquelles a s~g(~) est 
remplac~ par a ss°e(G) (resp. b ~ia(~) est remplac~ par bSide(~)). 
Les notations [a]n et [a]n! d6signent respectivement un q-analogue de a + n - 1 et 
un q-analogue de la factorielle montante (a)~: 
a -1  s in=O,  
[a]n = a+q+. . -+qn- I  si n~>l,  
1 s in=0,  
et [a],! = [a]z[a]z...[a]n si n~>l.  
(31) 
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En particulier, [1]n! est le q-analogue usuel de n!. Mentionnons enfin deux identit6s 
616mentaires: 
[aq - q],~! =qn(  a - 1)[a]n-l! pour n/> 1 et 
+ - pour n >/0 
n"  " 
aq n 
(32) 
Corollaire 6. (1) Les six skries 9knkratrices dOfinies ci-dessus satisfont aux relations 
F (a ,b ,q , t )  = (1 - G(a ,b ,q , t ) )  -1 , (33) 
Fe(a ,b ,q , t )  = (1 - Ge(a,b,q , t ) )  - l  et F~(a,b ,q , t )  -- (1 - G~(a,b,q,t ) )  -1 , (34) 
G(a ,b ,q , t )  =- (ab - b)t + G~(a,b,q, t )  et 
G(a ,b ,q , t )  = (ab - a)t + G~(a,b,q,t).  (35) 
(2) Les s~ries F, F e et G ~" admettent les dOveloppements en T-fraction suivants: 
F (a ,b ,q , t )  
1 [a]lt 
1 - (ab  - [a ] l ) t -  1 - (bq  - [a ]z ) t -  
Fe(a ,b ,q , t )  
1 [a] 1 t 
~_ . . . 
1 - (b  - [a ] l ) t -  1 - (bq  - [a ]z ) t -  
G~(a ,  b, q, t) 
[a]lt [a]k_lt 
1 - (bq - [a]2)t-  1 - (bq k-1 - [a]k)t -  
[a]k- I t 
(36) 
1 -- (bq k-1 _ [a]k)t -  
[a]k_ I t 
1 - (bq k- l  - [a]k)t -  
• . . ,  (37) 
(38) 
D6monst ra t ion .  (1) Les relations (33) et (34) r6sultent de l'existence t de l'unicit6 
de la d6composition d'une permutation (resp. d'un chemin de Dyck) en permutations 
connexes (resp. en chemins de Dyck premiers). Les relations (35) r6sultent de la 
remarque suivante: les s6ries Get  G e (resp. G ~) ne different que par leur terme de degr6 
1, car les 616ments aillants sup6rieurs gauches (resp. inf6rieur droits) d'une permutation 
connexe sur [n] sont tous exclusifs d6s que n/>2. 11 suffit ensuite d'examiner le cas 
n = 1, qui est trivial. 
(2) Grgtce h la bijection ~O et ~ ses propri&6s 6nonc6es au Th~or6me 5, le calcul de 
F(a ,b ,q , t )  est ramen6 au calcul de la s~rie g6n6ratrice des chemins de Dyck valu6s 
par 2et /~of i  
{ 2k = qk - l+ . . .+q+a=[a]k  
En effet, 
choix p = 
si k />l ,  
--- qk - lb  si k/>2, (39) 
ab. 
dans l'expression de 2k, les termes qk-I . . . . .  q comptent respectivement les 
1 . . . . .  k -  1 et correspondent respectivement ~tla pr6sence de k -  1 . . . . .  1 
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inversions. De plus, le terme a compte le choix maximal p = k et correspond 
la pr6sence d'un 616ment saillant sup6rieur gauche (qui ne pr6sente pas d'inversion). 
Dans l'expression de flk pour k~>2, les termes qk-] et b comptent tous deux le choix 
minimal p = 1 et correspondent respectivement ~i la pr6sence de k - 1 inversions et 
la pr6sence d'un 616ment saillant inf6rieur droit. Enfin, le cas fll est h part : c'est 
le seul cas off le choix p -- 1 correspondant h un pas descendant adjacent hun  pic 
est h la lois maximal et minimal et traduit la pr6sence d'un 616ment simultan6ment 
saillant sup6rieur gauche et inf6rieur droit (voir les Figs. 2 et 4). Le d6veloppement 
(36) r6sulte alors de la Proposition 1. 
Le changement de fll = ab en fll = b permet de compter seulement les 616ments 
saillants sup6rieurs gauches exclusifs et conduit au d6veloppement (37). Pour obtenir 
(38), on utilise les identit6s (33) et (34) et le d6veloppement (36) d6j~ obtenu. [] 
Remarques. (1) I1 est possible de donner des d6veloppements analogues pour F ~ et G e. 
(2) Nous retrouvons le d6veloppement (13) en substituant les variables a, bet  q 
par 1 dans F ou F e. 
3.3. Sdries 9~nkratrices et quotients de Gauss de fonctions hyperg~omktriques 
On note f2(a, b, q, t) le q-analogue suivant de la fonction hyperg6ometrique ordinaire 
2F0(ff;t): 
Q(a,b,q,t) = Z[a],![b]n!r ~ (40) 
L Jn ,  
n~O 
Nous allons donner des expressions des s6ries du paragraphe pr6c6dent sous forme 
de quotients de Gauss de la fonction I2, Ces expressions sont bas6es sur le r6sultat 
suivant, que l'on v6rifie ais6ment en utilisant les identit6s (32). 
Lemme 7. La fonction g2 vOrifie l'identitk: 
O(a,b,q , t )  1 
f2(aq - q,b,q, q) •t• 
a (~ + 1,b,q, qt) 
1 - (b -  a ) t -  at 
g2(a,b,q,t) 
(41) 
Apr6s avoir remarqu6 que l'identit6 ci-dessus conduit, par r6currence, au d6veloppe- 
ment (37) en T-fraction, nous pouvons 6noncer le corollaire suivant. 
Corollaire 8 [18]. Les six sOries F, F e, G, G e, F ~ et G ~ s'expriment simplement h 
l'aide de quotients de Gauss de q-fonctions hypergkomktriques," on a par exemple: 
f2(a,b,q,t) f2(a,b,q,t) 
Fe(a,b,q,t)= et F~(a,b,q,t)= (42) 
b t f2(aq - q, , q, ~ ) f2(a, bq - q, q, q) 
~a b 
G~(a,b,q,t) =at (~ + 1,b,q, qt) et Ge(a,b,q,t) = btt2(a'~ + 1,q, qt) . (43) 
f2(a, b, q, t) I2(a, b, q, t) 
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Fig. 6. Un polyomino parall61ogramme. 
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Les r6sultats du Corollaire 8 pour q = 1 ont 6t6 d6montr6s par Dumont et 
Kreweras [5] par r6currence sur les coefficients de la s6rie G% en s'appuyant sur 
un d6veloppement en fraction continue de Stiehjes des quotients de Gauss alternbs 
de 2F0, c'est-~-dire qui portent ant6t sur une variable, tantbt sur l'autre. Zeng [18] a 
donn6 ensuite un 'q-analogue' de leur d6monstration et a propos6 une autre approche 
en introduisant la notion de permutations discordantes. 
4. Un r~sultat de dualit6 dans l'4num4ration des polyominos parall~logrammes 
Au cours de la Section 3, nous n'avons utilis6 que les r6sultats du Paragraphe 1.1 
mais pas ceux de la Section 2, concemant la dualit6 des T-fractions. En rassem- 
blant deux bijections d6j~ connues, nous obtenons en revanche un curieux exemple 
de dualit6 dans l'6num6rations des polyominos parrall~loyrammes. Un polyomino pa- 
raU61ogramme est la partie du plan situ6e entre deux chemins h sommets dans Z 2, ne 
comportant que des pas nord et est et dont les seuls sommets communs sont leurs 
extr6mit6s (voir la Fig. 6). 
Si Pes t  un polyomino parall61ogramme, on note I(P) le nombre de ses lignes, c(P) 
le nombre de ses colonnes, a(P) son aire, c'est-~-dire l nombre des cellules qui le 
composent, et p(P) son p&im6tre. Remarquons que p(P) = 2( I (P )+ c(P)) est un 
nombre pair sup6rieur ou 6gal h 4. Posons 
~(x, y, q, t) = E xc(P)yl(P)qa(P)t (p(P)-2)/2 , (44) 
off la somme est &endue h tous les polyominos parall61ogrammes non r6duits h un 
point, compt6s ~ translation pr6s. Voici les premiers termes de cette s6rie, ordonn6s ui- 
vant les puissances de la variable t " xyqt + (x 2 y + xy 2)q2 t2 + ((x 3 y + 2x 2 y2 + xy3 )q3 + 
x2y2q4)t 3 +. . . .  
Darts [7], nous donnons un d6veloppement en T-fraction de la s6rie ~ dont la T- 
fraction duale sera li6 ~ cette m6me s6rie ~,  mais dans laquelle les places des variables 
seront permut6es (voir le tableau final). Nous pr6sentons ci-apr~s les r6sultats de cet 
article. 
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4.1. La b~/ection de Delest et Viennot 
Proposition 9 [2]. Il ex&te une bijection g entre l'ensemble des polyominos paral- 
lklogrammes de pkrimktre 2n + 2 et celui des les chemins de Dyck de longueur 2n, 
telle que le nombre de pics (resp. la somme des hauteurs des pics) de g(P) soit bgale 
au nombre de colonnes (resp. d l'aire) de P. 
Nous renvoyons /t [2] pour une d6monstration. D6finissons les suites 2 et fl par 
2k = yet  flk = xq k et appelons v la valuation correspondante sur les chemins de 
Dyck. La Proposition 9 prouve que v(g(P))t (p(P)-2)/2 = xC(e)yl(P)-lqa(e)t (p(P)-2)/2 et 
la Proposition 1 conduit alors au r6sultat suivant. 
Coroilaire 10. La sOrie y + ~, oh ~ est d@nie par (47), admet le dkveloppement en
T-fraction 
y + ~(x,y ,q, t )  = 
y yt yt 
1 + (y  - xq)t- 1 + (y - xq2)t - 1 + (y - xqk)t - (45) 
Les suites 7 et c¢ donn6es par les relations de dualit6 (21) s'expriment simplement 
en fonction de z = 1/y: 
O~ k ~-Z 
xzq  k+l 
(1 -- xzqk)(1 -- xzq k+l ) 
Z 
et ?k = ( 1 -- xzq k)(1 -- xzq k+l ) (46) 
4.2. La bijection de Fkdou et Viennot 
Ordonnons les sommets des chemins de Dyck par leur abscisse. Une multichafne 
d'un chemin de Dyck ~o est une suite de sommets de ~o croissante au sens large. Darts 
sa th6se de doctorat, F6dou [6] donne une bijection qui transforme les polyominos 
parall61ogrammmes en multichaines. 
Proposition 11 [19]• II existe une bijection p entre les polyominos parallOlogrammes 
ayant n lignes et les multichafnes des chemins de Dyck de longueur 2n-  2, contenant 
chaque pic. Si M = p(P), le hombre d'klbments de M est kgal ?z c(P) et l'aire de P 
est Ogale ~ la somme des hauteurs des klOments de M augmentOes d'une unitb. 
Nous renvoyons le lecteur fi [6] et ~ [7] pour des explications. Notons v* la valuation 
des chemins de Dyck associ6e aux suites 7 et ~ d6finies par (49)• Soit n/>2; la Proposi- 
tion 11 permet de prouver la relation t ~ v*(m)tloJI/2 = (1 -xzq)~xc(P)tl(P)z(P(P)-2)/2, 
dans laquelle la premi6re somme porte sur les chemins de Dyck de longueur 2n - 2 
et la seconde sur les polyominos paralldlogrammes ayant n lignes. L'examen du cas 
n = 1 permet de conclure et d'6noncer le r6sultat suivant. 
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Le param&re ... Par la variable ... par la variable ... 
est compt6 dans le d6veloppement dans le d6veloppement 
en T-fraction de D et en T-fraction de D* 
nombre de co[onnes x x 
nombre de lignes y t 
aire q q 
p~rim~tre t z = y -  l 
Th6or~me 12. La skrie ~ satisfait aux Oquations 'de dualitk' 
y + ~(x ,  y, q, t )=  yD(t ) ,  (47)  
t + ~(x , t ,q ,y  -1 ) = ty(y - xq) - lD* ( t ) ,  (48)  
o~ D(t) est la T-fraction donn~e par (45)  et o~t D*(t) dbsigne sa T-fraction duale. 
Nous  r6surnons les r6sultats de cette sect ion  par  la Tab le  1. 
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